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Miguel de GUZMÁN
 THE ROLE OF GAMES AND PUZZLES IN THE POPULARIZATION OF
 MATHEMATICS
 September 1989
 ICMI (International Commission on Mathematical Instruction) Leeds (England)
 President of ICMI 1991 - 1998
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3
 Breves ejercicios mentales1.Si un triángulo tiene un ángulo obtuso, entonces los otros dos ángulos son agudos.
 2.Todos los cuadrados son paralelogramos.
 3.Un triángulo no puede tener más de un ángulo recto
 4.Si un triángulo tiene dos ángulos agudos, entonces el tercer ángulo tiene que ser obtuso
 5.Un cuadrilátero con dos ángulos rectos es necesariamente un rectángulo
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Proyecto Longitudinal Proof 1999-
 2003
 (Hoyles & Küchemann: http://www.ioe.ac.uk/proof/)
 Análisis del proceso de aprendizaje del razonamiento matemático de los estudiantes a lo largo del tiempo (13-15 años)
 Examen anual de los mejores estudiantes de escuelas seleccionadas al azar dentro de nueve regiones inglesas geográficamente diferentes
 3000 estudiantes (13 años) de 63 escuelas examinados en Junio 2000 en números/ álgebra & geometría
 Los mismos estudiantes examinados otra vez en 2001 algunas preguntas del examen anterior algunas preguntas nuevas o levemente modificadas
 Los mismos estudiantes examinados de forma similar en Junio 2002
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Año 8 G1 (13 anos): distinción entre razonamiento perceptual y razonamiento geométrico
 CPQRS CPQ
 RSCDarren dibuja un círculo. Su centro es C. Luego dibuja un cuadrilátero PQRS, cuyas esquinas están sobre el círculo. Luego dibuja las diagonales para PQRS.Darren dice “Cualquier cuadrilátero que dibuje con las esquinas en el círculo, sus diagonales siempre cruzarán el centro”
 Es correcto lo que dice Darren? ----------Explique su respuesta
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G1Darren sketches a circle.He then draws a quadrilateralHe then draws the diagonalsHe calls the centre C.PQRS, whose corners lie onof the quadrilateral.the circle.Darren says“Whatever quadrilateral I draw with corners on a circle, the diagonals will always cross at the centre of the circle”.Is Darren right?.........Explain your answer.
 CPQRS CPQ
 RSC Pregunta presentada a G1 Nivel 8 otra vez en Año 10 (15 años)
 Hubo progreso?
 Estuvieron de acuerdo con el supuesto: Año 8: 40% Año 9: 48% Año 10: 26%
 Dieron un explicito contra-ejemplo: Año 8: 41%: Año 9. 28% Año 10: 55%
 of 26% in Yr 10 who agreed with false conjecture, 14% answered consistently, 6% had regressed
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Greg, Año 8
 (13 años)
 Porque el cuadrilátero puede estar en cualquier parte del círculo y si está arriba del centro las diagonales no pasarán por el centro
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Greg, Año 10 (15 años)
 El está en lo correcto, debido al hecho de que donde quiera que el cuadrilátero se encuentre dentro de un círculo, las diagonales pasarán por el punto central.
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Greg explaining G1 age 15:
 Yes, well. I was experimenting around in my head, drawing different quadrilaterals and I couldn’t really find one that didn’t match it too well so…
 Greg explaining G1 age 13: It’s a bit vague I think. .. that little picture is not accurate at all I think. But that’s not accurate (pointing to year 10 response) …so I don’t know… I had more idea about the question then (in Year 8) than I did now… we’d done some work on stuff like that before about the angles and stuff … I was more certain about the answer back in year 8 than I was in year 10.
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Ian, Año 10 (15 años)
 Un cuadrilátero cíclico tiene todos sus ángulos opuestos sumando 180. El triángulo en un círculo con una línea como el diámetro siempre tiene el ángulo de 90 en la circunferencia. Si el cuadrilátero tiene ángulos de 80, 100, 100, 80 entonces las esquinas opuestas no pueden cruzar el centro.
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Usando propiedades geométricas para deducir el tamaño de los ángulos
 Las preguntas en los exámenes para los años 8 y 9 requerían:
 calcular el tamaño de los ángulos en tres pasos
 conocer los datos básicos (y simples) de los ángulos• Ángulos en una línea recta o en un punto
 • Suma de los ángulos interiores de un triángulo
 • Propiedades de los ángulos de un triángulo isósceles
 dar razones para cada paso del cálculo realizado
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Año 9 (14 años): calcular un ángulo y dar razones para cada pasoB
 C Apv uwEn el triángulo ABC, AB = AC
 a) Encuentra v cuando p = 320Describe cada paso del cálculo que
 realices
 b) Escribe otra vez el primer paso y da una razón para el.
 c) Escribe tus siguientes pasos y da razones para cada uno de ellos.
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Progreso considerable en el cálculo del ángulo• Respuesta correcta Año 8: 54% Año 9 73%
 pero grandes dificultades en:• Ordenar razones• Vincular razones y pasos en el cálculo
 estudiantes interpretaron ‘razones’ de maneras sorprendentes
 • como una explicación del paso que habían tomado
 • como una petición de hacer explícitos sus planes
 Progreso ... y sorpresas
 G4The diagram shows a triangle ABC.Side AB is the same length as side AC.a)Find the size of anglev, when anglep is 320˚..........Write down each step of your calculation.b)Write down your first step again and give a reason for the step.c)Write down your next steps again and give a reason for each one.
 BC Apvuw
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Porque360-320=40
 Tomas 40 de 180=140Luego divides 140 por 2 y obtienes 70
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Porque necesitaba encontrar el ángulo v
 Porque un triángulo tiene un total de ángulos de 180 y yo quería encontrar cuanto
 sumaban los ángulos ‘u’ y ‘v’
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Los estudiantes más exitosos mezclaron razones ‘matemáticas’ con razones ‘no matemáticas’
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Yo hice esto porque hay 360 en un círculo, tomé 320 (p) para encontrar cuanto ‘u’ media, ya que tan pronto como supiera cuanto ‘u’ era, podía calcular ‘v’
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ObservacionesProgreso en ‘obtener respuestas’ y calcular
 Preguntas:
 1. ¿qué significados le asignan los estudiantes a sus ‘razones’ o ‘explicaciones’?
 2. ¿qué quieren decir los estudiantes cuando presentan un contra-ejemplo correcto?
 v un reconocimiento de que la afirmación no es verdadera v o que algunas veces no es verdadera?
 Progreso limitado & y cierta retroceso en Equilibrar intuición con análisis y deducción Darse cuenta de la circularidad de los argumentos
 Métodos necesitan ser enseñados, pero cómo? Hacer explicitas las estrategias efectivas (lenguaje para geometría, trabajo
 escrito, discusiones en grupos y explicaciones para diferentes audiencias?)
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Amanda, Barry, Cynthia, Dylan y Ewan estaban intentando comprobar si la siguiente afirmación es verdadera o falsa:
 Cuando se suman los ángulos interiores de un triángulo, la suma siempre es 180 grados.
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Amanda Separé los ángulos y luego los puse juntos. Se hicieron una línea recta, la cual es 180°. Lo hice también con un triángulo equilátero y uno isósceles, y sucedió lo mismo.
 Entonces, Amanda dice que es verdadera
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BarryDibujé un triángulo isósceles con c igual a 65°.
 Afirmación Razonesa = 180˚- 2c Los ángulos de la base en el triángulo isósceles son igualesa = 50˚ 180˚ - 130˚b = 65˚ 180˚ - (a + c)c = b Los ángulos de la base en el triángulo isósceles son igualesso a + b + c = 180
 Entonces Barry dice que es verdadera
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Cynthia Dibujé una línea paralela a la base del triángulo
 Afirmaciones Razonesp = s ángulos alternos entre dos líneas paralelas son igualesq = t. ángulos alternos entre dos líneas paralelas son igualesp + q + r = 180° Ángulos en una línea recta
 s + t + r = 180°
 Entonces, Cynthia dice que es verdadera
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La respuesta de DylanYo medí de manera exacta los ángulos de todos los tipos de triángulos e hice una tablaa b c total110 34 36 18095 43 42 18035 72 73 18010 27 143 180Todos sumaron 180°.
 Entonces Dylan dice que es verdadera.
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Respuesta de EwanSi caminas por todo alrededor del triángulo, terminas encontrando de frente el punto donde comenzaste. Debiste haber dado una vuelta total de 360°.Tu puedes ver que cada ángulo exterior, cuando se suma al ángulo interior tiene que dar 180° porque ellos hacen una línea recta. Esto hace un total de 540°. 540° – 360° = 180°.
 Entonces Ewan dice que es verdadera.
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Amanda Dylan Cynthia Barry Ewan 1996 2002 1996 2002 1996 2002 1996 2002 1996 2002
 Own approach 25 21 21 27 21 20 15 19 8 9
 Best mark 5 4 4 5 48 45 15 21 13 14
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Interview with T
 Q. You chose Amanda and said the best mark would go to Cynthia. Why?
 T. Probably because I wouldn't be as clever as Cynthia - I don't know!
 Q. and Amanda..?
 T. Probably because Amanda's the easiest to do. With Cynthia I just think I couldn't be bothered to do that, I just don’t quite follow it… Amanda's would be the easiest.
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But does T believe the proofs are general?
 Q … Which ones do you think are proofs?
 T. That’s not a proof (Amanda’s), what I said.
 Q. Because why?
 T. It only shows for some. This (Barry’s) only shows it for an isosceles. This ..Cynthia’s. it doesn't really, no, Cynthia's doesn't show it for every triangle. But….she's saying why p, why q there's proof in there somehow and that is important… but it doesn't really prove that for all of the triangles – she's just done that one (pointing to diagram)…but it does kind of…
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Cynthia’s proof is best but......
 C. This one [Cynthia's}… I think this one’s better, but I’m not sure.
 I think it’s a proof in a way, but because they only use… it’s only showing that one, that one triangle. I’m not sure really. …I think that one’s… it is a proof because it’s got, using things like the parallel lines to show that the angles are equal, and alternate angles as well, it doesn’t actually matter what the angles are.
 I think I got confused because you see they put only one triangle in the picture there, .....only one…
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A chose Dylan …
 Q. What about Dylan? You also say this shows that it’s always true.
 A. It kind of shows, I mean, .... you couldn’t say that it’s always going to be true.... but it looks quite looks like it does show … because, I don’t know, they’re all … perfectly 180.
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lack of generality was not a priority for K, she wants to understand
 K. [Amanda]..it is pretty simplistic but it seems to show me, but it can’t show for every single one.
 Amanda’s answer would help me to understand, but it doesn’t prove it for every single one.
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K was impressed by the letters Cynthia's argument but she was unsure whether the argument was true, at least partly because she could not follow the logic in the algebra
 K. I am happy with p = s , q = t . p + q + r = 180? Angles on a straight line.
 K. But I don’t see how it can just follow on like that that s + t + r = 180
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Reasoning in geometry in complex
 Is there a role for computers that is
 dynamic geometry systems?
 in a project we designed activities with aim to forge links between
 • computer constructing and proving
 • empirical investigation and logical argument
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33
 A core objective of dynamic geometry systems
 Drawing
 Figure
 distinguish
 Actual object
 Looks OK
 Perception
 Theoretical object
 Properties
 Can’t be messed up
 importance of dragging
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34
 DGS tasks•Drawing
 Motivate ‘not being messed up’
 •Constructing •e.g polygons
 Looking for properties Checking other propertiesRelationships (squares/rectangles)
 •Measuringto help formulate a hypothesis
 •Investigating
 some examples
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35
 Right angle triangle task
 Find position of P to
 minimise HK
 A
 B C
 PH
 K
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36
 Right angle triangle task
 A
 B C
 PH
 K
 important that dragging not just to produce more examples!
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37
 Teorema de Varignon
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38
 •Varignon, como un caso particular de un teorema más general, puede ser formulado informalmente como:
 •Todo cuadrilátero tiene asociado un vector fijo, PT, el cual sucede que es igual a cero cuando el cuadrilátero original es un paralelogramo.
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39
 THE CHALLENGE
 Construct a quadrilateral in which at least on pair ot adjacent angle bisectors cross at
 right angles What are its properties?
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40
 One pair of opposite sides must be parallel. The quadrilateral must be a trapezium.
 Predict if you can construct a triangle in which two adjacent angle bisectors cross at right angles. Predict yes or no, try to construct the triangle and then explain why your prediction was right or wrong.
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